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The oscillatory and bistable behavior of the heterogeneous catalytic methanol 
oxidation on a Pd supported catalyst is explained in terms of the changing 
properties of the active metal phase due to its loading with carbon monoxidde 
and hydrogen. 

The metal phase acting as a storage for chemical species is simulated by 
a discrete mathematical model, which assumes a constant rate of loading and 
a variable rate of outflow, which at time n depends on the state of the storage 
at time n - 1. A global analysis regarding the stability of the system is carried 
out. 
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1. Einleitung 

Die Beobachtung von bistabilem und oszillatorischem Verhalten der heterogen- 
katalytischen Methanoloxidation an einem Palladium Tr~igerkatalysator (Abb. 
1) [1a-c] gab Veranlassung zu der folgenden Analyse eines einfachen 
mathematischen Modells zur Dynamik eines idealen Speichers. Die Unter-  
suchung lehnt sich dabei auch an Vorschl~ige an, wie sie von Keil und Wicke 
zur Interpretation von kinetischen Instabilitiiten bei der CO-Oxidation an 
Platinkatalysatoren entwickelt wurden [2] und bezieht sich auf die von U. F. 
Frank ausf/ihrlich behandelte Feedback Kinetik zur Beschreibung oszillations- 
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Abb. 1. Oszillationen der Katalysatortemperatur 
bei der Methanoloxidation an einem Pd- 
Tr~igerkatalysator: a) Frequenz f = 3 7 h - 1 ;  b) 
Beispiel fiir bistabiles Verhalten 

f~ihiger physikochemischer Reaktionssysteme [3]. Zur schnellen und fibersicht- 
lichen Analyse der Eigenschaften des angenommenen Speichers wird ein dis- 
kretes Modell betrachtet. 

Der fiir die heterogen-katalytische Methanoloxidation verwendete Katalysator 
bestand aus einem amorphen Alumosilikattr~iger auf dem Pd-Kristallite mit 
einem Teilchendurchmesser yon -< 50/~ verteilt waren. Einwaagen von 15-40 mg 
des Katalysators wurden auf einen gleichzeitig als Thermoelement dieneden 
Silberteller (Durchmesser 1 cm) aufgebracht. Die Abreaktion des mit einem 
Tr~igergas zugeffihrten Methanol wurde fiber die Messung der Temperatur des 
Silbertellers und durch simultane gaschromatographische Analyse der Reaktions- 
produkte verfolgt. 

Die Ergebnisse legten die Annahme nahe, da]3 der eigentlichen Oxidation eine 
dehydrierende Adsorption des Methanols am Palladium vorgelagert ist. Die sich 
anschlieJ~ende Oxidation der adsorbierten Spezies CO und H zu CO2 und H20 
ist bei der Oszillation phasenverschoben. Daher wurde zur Interpretation der 
experimentellen Befunde ein Modell miteinander gekoppelter Speicher ffir Koh- 
lenmonoxid und Wasserstoff vorgeschlagen [la]. Das Modell beruht auf der 
F~ihigkeit des Palladiums, Wasserstoff auf Zwischengitterpl~itzen zu speichern 
und dabei bei einer gegebenen Temperatur mit steigender gespeicherter Menge 
einen Phaseniibergang zwischen einer Wasserstoftt6sung im Pd (a-Phase) und 
einer st6chiometrisch definierten Palladiumhydridphase (fl-Phase) zu vollzeihen 
[4]. Ffir diesen Phasenfibergang oder auch nur ffir eine entsprechende Anderung 
des Oberfi~ichenzustandes des Palladiums wird eine Anderung des Adsorptions- 
zustandes des Kohlenmonoxids auf der Pd-Oberfl~iche postuliert. Sie erm6glicht 
eine beschleunigte Oxidation des CO zu CO2, gefolgt yon einer Oxidation des 
gespeicherten Wasserstotts. Nach dem Leerlaufen des Wasserstottspeichers kehrt 
das System in seinen Augsgangszustand zurfick. 

Der Katalysator besteht aus einer Vielzahl derartig speichernder Pd-KristaUite 
auf einem Tr~iger. Die Einstellung von bistabilem, oszillatorischem oder statio- 
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n~irem Verhalten des Systems h/ingt von einer Reihe von Parametern ab. Dazu 
geh6ren die Systemtemperatur, die Katalysatorschfittung, der Methanolpartial- 
druck und die Raumgeschwindigkeit des Reaktionsgases. 

Es ist nun das Ziel dieser Arbeit, den verwickelten chemisch-katalytischen ProzeJ3 
durch ein mathematisches Modell ffir einen Speicher mit variabler AbfluJ3rate 
in m6glichst einfacher, sich auf die wesentlichen Aspekte beschriinkender Weise 
zu beschreiben. 

Dazu nehmen wir an, daJ3 sich die aus den experimentellen Beobachtungen 
erschlossenen Speicher ffir das Kohlenmonoxid (Pd-Oberfliiche) und ffir den 
Wasserstoff (Inneres des Pd-Kristalliten) ohne Rficksicht auf deren unterschied- 
liche Qualit~it und m6gliche Kopplung durch nur einen fiber die Schfittung 
gemittelten Speicherparameter beschreiben lassen, d.h. wir fassen die beiden 
gespeicherten Reaktanden CO und H in einer einzigen abstrakten Gr6J3e B 
zusammen. Wir sehen also vorerst von dem chemisch unterschieldlichen Verhal- 
ten der beiden Reaktanden ab. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit der 
mathematischen Klarheit und der damit verbundenen deutlichen Herausar- 
beitung der zugrundeliegenden Struktur idealer Speicher zuliebe. Der Terminus 
idealer Speicher bezieht sich dabei auf die im folgenden zugrundegelegte 
Abh/ingigkeit der AbfluJ3rate vom jeweils vorhergehenden Zustand des 
Speichers, d.h. v o n d e r  zuvor ausgeflossenen Menge. Diese Abhiingigkeit 
entspricht einer Rfickkopplung. In einer spiiteren Arbeit sollen dem wirklichen 
Geschehen angepal3te Modelle gekoppelter idealer Speicher untersucht werden 
[5]. 

Bei der Modellierung unseres Systems gehen wir davon aus, da]3 dem Speicher- 
system das Reaktionsgas mit konstant eingestellter DurchfluJ]geschwindigkeit 
und Zusammensetzung zuflieJ]t. Dementsprechend nehmen wir vereinfachend 
konstanten Zuflu]3 in unser Speichersystem an. Darfiberhinaus nehmen wir an, 
da]3 die Reaktionsrate v o n d e r  jeweilig auf dem Silberteller herrschenden, 
jederzeit meJ3baren Temperatur bestimmt wird, welche ihrerseits von den bei 
den Oxidationsprozessen erzeugten W~irmemenge und damit yon dem jeweiligen 
Umsatz der gespeicherten Reaktanden abh/ingt, also von dem Produkt der 
Reaktionsrate mit der jeweils reaktionsf/ihig gespeicherten Gesamtmasse an 
Kohlenmonoxid und Wasserstoff. 

Ffir die jeweilige Abflu]3rate nehmen wir also eine Abh/ingigkeit von dem 
unmittelbar vorangehenden Zustand des Speichers an. Wir wollen damit den 
chemischen Sachverhalt ausdrficken, da]3 die mit der Oxidation des CO und H 
zu CO2 und H20 verbundene W/irmeproduktion den jeweils folgenden Reak- 
tionsschritt bestimmt. Die genaue Form dieser Abh/ingigkeit wird unspezifiziert 
gelassen und erlaubt insbesondere eine geeignete Modellierung der dutch den 
angenommen Obergang des Speichers von der a- in die/3-Phase vermutlich 
verursachten erheblichen Beschleunigung des Oxidationsprozesses. Wir stellen 
uns dabei vor, da]3 die zun/ichst vermutlich unabh~ingig voneinander agierenden 
Pd-Kristallite fiber die W~irmeleitung in der Schfitung und in dem Silberteller 
des Reaktors verkoppelt sind und insofern einheitlich agieren. Insbesondere 
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gehen wir dabei davon aus, daJ3 bei entsprechend hohen Temperaturen, wie 
sie durch die Oxidation des an hinreichend vielen Pd-Kristalliten in der fl-Phase 
adsorbierten CO erzeugt werden, die Oxidation von CO und H auch an den 
Pd-Kristalliten in der a-Phase erheblich beschleunigt ablaufen und auch dort zu 
einem entschiedenen Abbau der adsorbierten Substanzen beitragen dfirfte. 

Diese wenigen, vergleichsweise einfachen Annahmen bilden die Grundlage des 
von uns vorgeschlagenen mathematischen Modells eines idealen Speichers. Wenn 
dieses Modell auch gewiJ3 eine groJ3e Vereinfachung des zu vermutenden 
tats~ichlichen Ablaufs darstellt, so erlaubt es dennoch, die bisher von uns 
beobachteten relevanten Ph~inomene bei der heterogen-katalytischen 
Methanoloxidation widerzuspiegeln. 

Die Anwendung eines diskreten Modells zur Beschreibung kontinuierlich 
ablaufender chemischer Vorg~inge ist ungew6hnlich und bedarf einer n~iheren 
Erl~iuterung. Zun~ichst einmal ist jedoch festzuhalten, daJ3 auch ein kontinuier- 
liches Modell zu analogen Aussagen fiihren wiirde [6], beschreibt es doch die 
gleiche objektive, vom Modell unabh~ingige Realit~it. Entsprechend werden, der 
iiblichen Betrachtungsweise folgend, insbesondere chemische Reaktoren, die 
durchaus vergleichbare Speichereigenschaften besitzen mit kontinuierlichen 
Modellen beschrieben [7, 8]. 

Die dem jeweiligen ModeU eigene Struktur l~iJ3t es jedoch zu, diese Realit~it 
in unterschiedlicher Weise zu beschreiben, was durchaus von Nutzen sein kann. 
So liefert das hier vorgeschlagene diskrete Modell einerseits recht suggestive, 
geometrische Resultate, die einfach zu interpretieren sind und ermSglicht 
andererseits eine relativ einfache globale Analyse des vorliegenden 
Gleichungssystems fiir den gesamten zul~issigen Bereich der Variablen, ohne 
Beschr~inkung auf die unmittelbare Umgebung der station~iren L6sungen. Bei 
einer kontinuierlichen Modellbildung gehen diese beiden Vorteile weitgehend 
verloren, wenngleich nicht bestritten werden soil, daJ3 bestimmte Effekte erst 
in einem solchen Modell gut interpretierbar besehrieben werden k6nnen. 

Die diskontinuierliche Modellierung wurde von uns jedoch nicht nur aufgrund 
der genannten Vorteile der ihr innewohnenden Pragmatik und Syntax verwendet, 
wenngleich dieser Aspekt durchaus wesentlich fiir die Modellwahl war. 

Die Frage nach der Verkniipfung des diskreten Charakters des Modells mit 
der Diskretheit jedes MeJ3vorganges wie der Diskretheit der Ereignisse war 
durchaus ein entscheidender Faktor auf eine derartige Modellbildung zuriick- 
zugreifen. Im speziellen Fall der zugrundeliegenden experimenteUen Arbeit [1] 
liegen zudem die Produktspektren nur in diskreter Form mit relativ groJ3en 
Schrittweiten vor, so daJ3 es durchaus eine reizvolle Aufgabe war, das Modell 
dementsprechend diskret zu gestalten. 

2. Das Modell 

Einem Speicher flie~e yon einer Substanz B pro Zeiteinheit eine gewisse Menge 
C kontinuierlich zu. Zugleich flie~e B mit einer gewissen Rate A (0<A < 1) 
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ab. Hierunter verstehen wir das Verhfiltnis der abfiieJ]enden zur im Speicher 
vorhandenen Menge. Legen wir der Einfachheit halber diskrete Zeit zugrunde, 
so gilt also f fir die zum Zeitpunkt n aufgespeicherte Menge B,  unserer Substanz 
B: 

Bn =B. - I+C. - I -A . - IB . - I  (I) 

wobei C.-1 die zum Zeitpunkt n - I  zugeflossene Menge unserer Substanz 
bezeichnet und A . - I  die entsprechendr Abflu~rate. 

Im folgenden wollen wir konstanten Zuflu~, also Co = CI . . . .  Cn . . . . .  
C, annehmen. Die AbfluJ]rate A., die ja im Falle eines Fliissigkeitsspeichers 
in etwa der Offnung des Ventils entspricht, wird als abh/ingig yon der zuvor 
ausgeflossenen Menge A.-IB.-I  angesehen. Im Fall einer exothermen chemi- 
schen Reaktion ist die erzeugte Wtirmemenge proportional A.-IB._~. Die damit 
verbundene TemperaturerhOhung veriindert die Reaktionsgeschwindigkeitskon- 
stante, die in unserem Modell der Abflu~rate A.-1 proportional ist. Insofern 
regelt die erzeugte W~irmemenge die zum Zeitpunkt t. ausflie~ende Menge 
fiber die Abh~ingigkeit der AbfluJ3rate vonder  Temperatur, d.h. wir postulieren 

A.  =F(A.-1B.-1) (2) 

fiir eine auf den positiven Zahlen definierte Funktion F, deren Werte zwischen 
0 und 1 liegen und die wir uns - entsprechend den obigen Modellvorstellungen - 
als monoton wachsend oder zumindest nicht abnehmend vorstellen. MSgliche 
Modelle fiir F sind in Abbildung 2 angegeben, wobei ein steiler Anstieg oder 

l ,,. 
(d) 

I (c) 

Abb. 2. Beispiele fiir in unserem Zusammenhang inter- V0[ t t  ~ / ~ "  (a) 
essante, monoton wachsende oder zumindest nicht 
abnehmende Funktionen y = F(x) 

X ~ 

X ~ 

X l" 

X'- 
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Sprung von F z.B. einen temperaturinduzierten Phasenfibergang des Speichersy- 
stems simulieren k6nnte [1], [9], [10], [11]. Dabei  kann dieser Ubergang natiirlich 
fiber andere Prozesse vermittelt sein, bzw. kann F in komplizierten Systemen 
seinerseits yon gewissen zus~itzlichen Parametern Y, Z , . . .  abh/ingen und z.B. 
ffir einen Y-Wert  wie in Abb.  2, (a), fiir einen anderen wie in Abb. 2, (bl), (b2) 
aussehen [5]. 

F i s t  ffir unser Speichersystem charakteristisch und bringt dessen Verhalten in 
globaler Weise zum Ausdruck. Eine genauere Analyse des Speichersystems wird 
es erlauben, die Gestalt von F mit anderen charakteristischen Eigenschaften 
unseres Speichersystems (Kopplungen von Teilspeichern, Phasenfiber- 
g~ingen . . . .  ) genauer in Beziehung zu setzen [5]. Aus den Gleichungen 

B.~I  = B .  = C + B . - I - A n - I B . - I  

A n - 1  = A ,  = F ( A n - I B , - 1 )  (3) 

ffir einen station~iren Zustand unseres Speichers erhalten wir sofort die LSsung 

A = F ( C ) ,  B = C / F ( C ) .  (4) 

Zur Stabilit~itsanalyse dieses station/iren Zustandes durch lineare Approximation 
nehmen wir an, daJ~ F ( x )  fiir x = C einmal differenzierber ist 1, also 

F ( C  + 8x ) ~ F ( C )  + a �9 8x (5) 

fiir ein geeignetes a = F ' ( C ) > - 0  und kleine 8x gilt. Dann lautet die lineare 
Entwicklung des Gleichungssystems (1), (2) um den station/iren Punkt (B = 
C / F ( C ) ,  A = F ( C ) ) ,  wobei 8B,, = B n - C / F ( C )  und 6An = A n - F ( C )  gesetzt 
wird: 

6B,,=: Bn - C / F (  C)  = B , - 1  + C - A n - l B n - I  " C / F ( C )  

= 6B,,-1 + C - ( 6 A , - 1  + F ( C ) ) ( S B , , - I  + C / F ( C ) )  

(1 - F ( C ) ) 6 B , , - I  - C / F ( C ) d A , , - ~  

8A,  =:An - F ( C )  = F ( A , , - a B n - 1 )  - F ( C )  (6) 

= F((SAn-x + F ( C ) ) ( 6 B n - x  + C / F ( C ) ) ) - F ( C )  

= F ( C  + ( F ( C )  . 8Bn-~ + C / F ( C )  " 8 A n - ~ ) ) - F ( C )  

a �9 F ( C ) "  8B,,-1 + a �9 C / F ( C )  �9 8 A , - 1 .  

Es gilt nun, die Eigenwerte der zugeh6rigen Matrix 

1 - F ( C )  - C / F ( C )  ~ (7) 
a . F ( C )  a �9 C / F ( C ) ] '  

also die L6sungen der quadratischen Gleichung 

A 2 - ( 1 - F ( C ) + a  �9 C / F ( C ) ) A  + a  , C / F ( C ) - a  �9 C + a  �9 C = 0  (8) 

1 Bekanntlich ist nach Lebesgue jede monotone Funktion fast iiberall einmal differenzierbar [12]. 
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daraufhin zu untersuchen, ob diese dem Absolutbetrag nach kleiner oder gr6J3er 
als 1 sind, da der stationiire Zustand (4) bekanntlich je nachdem lokal stabil 
oder  instabil ist [13]. Die LSsungen von GI. (8) lauten 

1 - F ( C ) + a  �9 C / F ( C )  " , / ( 1 - F ( C ) + a  �9 C / F ( C ) ) Z - 4 a  �9 C / F ( C )  
A1/2 - 2 3_ 2 

(9) 

Setzen wir F = : F ( C )  und G =: a . C /F (C) ,  so haben wir 0 < F <  1 und 0 < G, 
und es sind A1/2 reel genau dann, wenn ( 1 - F + G ) 2 - 4 G > - O  gilt. Ferner  ist 
max (1 11, IA21) - h i  > 1 genau dann, wenn 

1 - F  + G + ~/il - F  + G) 2 -  4 G >  2, (10) 

also 

+~/(1 - F  + G ) 2 -  4 G >  1 + F  - G  (11) 

gilt. 

Wegen 0 -< (1 - F  + G) 2 -  4G = (1 + F -  G) 2 - 4 F  ist aber 

+ 4(1 - F  + G) 2 -  4G = + 4(1 + F -  G) 2 -  4 F <  + x/il + F -  G) 2 = l1 + F -  G], 

so daJ] GI. (11) mit 1 + F - G  < 0 iiquivalent ist, was im reellen Fall seinerseits 
wegen 0 < F < 1 mit der scheinbar schwiicheren Bedingung 1 - G < 0, also 1 < G 
iiquivalent ist, da F < I < G  und ( 1 - F + G ) Z > - 4 G  zusammen 1 - F + G  > - 
2 �9 x /G> 2, also 1 + F  - G < 0 impliziert. 

Sind dagegen A 1/2 komplex, so gilt 

]All 2 = la=l = --�88 ((1 - F - G ) 2 + 4 G  - ( 1  - F + G )  2) = G (12) 

und folglich ebenzo [All = ]/~21 > 1 genau dann, wenn G > 1 gilt. Wegen G = 
a C / F ( C )  ist G > I  seinerseits mit a C > F ( C )  ~iquivalent. Ebenso gilt 
max (1 11, I =1) < 1 genau dann, wenn aC < F ( C )  gilt. Wir haben gezeigt: 

Theorem 1: Der stationiire Punkt  B = C /F(C) ,  A = F ( C )  des Systems (1), (2) 
ist im Fall, daft F (x ) fiir x = C differenzierbar ist und dort die Ableitung a = F '  ( C ) 
besitzt, lokal stabil (asymptotisch stabil), wenn F ( C )  > F ' (C)  �9 C gilt, und instabil, 
wenn F ( C )  < F ' ( C )  �9 C gilt. 

Da - F ' ( C ) .  C + F ( C )  die Ordinate des Schnittpunktes der Tangente y = 
F'  ( C ) �9 (x - C ) + F ( C ) mit der y-Achse ist (setze x = 0in derTangentengleichung),  
kSnnen wir dem Ergebnis auch folgende geometrische Form geben: 

Theorem 1': (vgl. Abb. 3) Mi t  der Bezeichnung und unter der Voraussetzung yon 
Theorem 1 ist der stationiire Punkt  B = C /F(C) ,  A = F ( C )  stabil bzw. instabil, 
]e nachdem die an die Kurve y = F ( x )  im Punkte x = C, y = F ( C )  angelegte 
Tangente die y-Achse oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse schneidet. 

Variiert man also C entlang einer Kurve der Form Abb. 2 (b0 oder (b2), so 
gelangt man aus einer stabil-stationfiren Region bei wachsendem C in eine 
instabile Region und dann wieder in eine stabil-station~ire Region, w~ihrend im 
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Abb.  3. Zur  Stabilitiit des station~iren Punktes:  im Falle x = Ct  oder x = C3 schneidet die Tangente  
an die Kurve y = F ( X )  die y -Achse  oberhalb der x - A c h s e - d e r  station~ire Punkt  ist folglich 
asymptotisch stabil; im FaUe x = C2 liegt der Schnit tpunkt unterhalb der x-Achse,  der station~ire 
Punkt  ist instabil 

Fall von Ab. 2 (a) der station~ire Zustand durchgehend stabil bleibt. Fiir kleine 
C ist A = F(C) klein, w~ihrend B = C/F(C), das Inverse der Steigung F(C)/C 
der Verbindungsgeraden vom Nullpunkt zum Kurvenpunkt x = C, y = F ( C )  
vergleichsweise groJ3 ist. Fiir groJ~e C ist A=F(C) groin, B =C/F(C) ist 
zun{ichst einmal etwas kleiner, wird dann aber mit wachsendem C beliebig groJL 

Die Grenzlagen erh~ilt man, wenn man vom Nullpunkt die Tangenten an die 
Kurve y = F(x) zieht (vgl. Abb. 4). 

Da ffir F'(C).C=F(C), also G = I ,  der Radikand (1 -F+G)2-4G = 
( 2 - F ) 2 - 4 < 0  negativ ist, kommen 0berg~inge zwischen stabilem und 

I 

j i 

X c, c~ 

Abb.  4. Zur  Stabilitgt des station~iren Punk- 
t e s -  Grenzlagen der Tangenten:  In den F~il- 
len x = C 1  und x = C 2  geht die Tangente  
durch den Nullpunkt;  erh/Sht man  den 
Zuflu~ C von Werten,  die unterhalb con 
C1 liegen, allm~ihlich, so beginnt  das System 
bei C = C1 zu oszillieren und erreicht bei 
C = ( 2 2  emen neuen  stabilen Gleich- 
gewiehtspunkt auf e inem entsprechend 
h6heren Niveau 
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instabilem Verhalten nur bei komplexen Eigenwerten vor, wir kSnnen also eine 
Art  'diskreter Hopf-Bifurkation'  [14] erwarten. 

Dies best~itigt die folgende, globale Analyse unseres Gleichungssystems, die sein 
qualitatives Verhalten im gesamten zuliissigen Variablenbereich, d.h. bei 
beliebigen, nicht notwendig station~iren oder in der Niihe des station~iren Punktes 
liegenden Anfangswerten erfaj3t: 

Wegen 0 < A .  = F ( . 4 .  _ 1 ' B .  _ 1) < 1 und B .  = C + B .  _ 1 (1 - A .  _ 1) > C bewegt sich 
der Zustand (A., B . )  unseres Systems im (A, B)-Diagramm stets in dem Bereich 
0 < A < 1, C < B .  Wir unterteilen diesen Bereich in die vier Teilbereiche (vgl. 
Abb. 5): 

T~ = {(A, B)10 < A  -<F(C), C < B  <- C /A} ,  

T2 = {(A, B)I0 <A <-F(C), C/A --B}, 

T3 = {(A, B)IF(C) -<A < 1, C/A ---B}, 

T4 = {(A, B)IF(C) - A  < 1, C <B <- C/A}. 

Wir notieren die folgenden Regeln, die sich mehr oder weniger unmittelbar aus 
den Definitionen und der Monotonie von F ergeben: Da B.-1-< C/A._I, also 
An-lB.-1 <- C zu B.-1 <- B.-1 + (C -An- lB . - I )  = B.  ~iquivalent ist, gilt B . -1  -< 
B. r <- C/A._I r (An-I ,  U. - l )  E T1 LJ T4 und somit auch - durch Negation - 
B.-1 >- B. r >- C/A.-1 r (A.-1, B.-1)  ~ T2 LJ T3. Somit gilt insbesondere 

aus (An_I, Bn_I) E T1 fo lg tB . -1 -<B.  (13) 

Abb. 5. Zur globalen Analyse des 
Gleichungssystems: Die Pfeile geben die 
mfglichen l~berg~inge (An, B.) 
(A.+I, B.+I) an 

B A.B=C_.__~ 

c / F ( c K/// / / / / / / / / / / / / / / /L ~. y/// / / / / / / / /~ 

F(C) A 
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und 

aus (A.- I ,B, , -O~ T3 folgtB._1---B..  (14) 

Ebenso einfach ergibt sich wegen der Monotonie yon F aus A._~ �9 B . - I  -< C die 
Beziehung A .  =F(A._IB._I)<-F(C) und aus C<_A._I.  B,,-I die Beziehung 
F(C) <-F(A.-1B.-O = A. .  

Also gelten 

aus (A.-1, B,,-Oe 7"1 folgt ( A . , B . ) e  Tl w 7"2 (15) 

und 
I 

aus (A.-1, B . - 0  ~ 7"3 folgt (An, Bn) E T3 u T4. (16) 

Ferner  gilt 

aus (A.-1, B.-1)  e 7"2 folgt (A., B. )  c T3, (17) 

denn C<-A._IB._~ impliziert wegen der Monotonie von F die Beziehung 
F(C) <-F(A.-1B.-1) = A .  und dann zusammen mit 0 < A . - 1  <-F(C) <-A. < 1 
auch B .  = C + (1 - A . - O B . - 1  >- C(1 - A . - O "  C/A._I  = C/A.-1  >- C/A. .  Ebenso 
gilt 

aus (A.-1, B . - 0  e T4 folgt (A., B.)  ~ T1. (18) 

Da wegen der Monotonie von F aus A,,_I<-A. und B._I<-B. auch A .  = 
F(A. -1B. -O <-F(A.B.) = A,,+I und ebenso aus A . -1  ->A. und B.-1  - B .  auch 
A .  = F(An-IBn-1) >-F(A.B.) = 

aus (A.-1, Bn-1) E T1 und 

und 

A.+I folgt, gelten wegen (13) und (14) auch 

A._I<-A.  folgt A .  -<A.+I (19) 

a u s ( A . , B . ) e T 3  und A._I>-A.  f o l g t A . - A . + 1 .  (20) 

SchlieJ]lich folgt aus B.  - B . -  I = C - A . -  I Bn-I : 

Existiert lira B.,  so existieren auch lira A . B .  = C und 

lira A .  = C/lim B. .  (21) 

Aus diesen Regeln ergibt sich leicht folgendes Bild: Beginnen wir etwa in Tt, 
so w~ichst der Wert  B .  nach und nach an, his w i r -  falls wit nicht fiir immer in 
TI ve rb le iben-  nach 7"2 hineingeraten und yon dort im n~ichsten Schritt nach 
T3. Nun nimmt der Weft  B .  Schritt fiir Schritt wieder ab, und wir geraten - falls 
wir nicht in T3 fiir immer verbleiben - nach T4 und yon dort im n~ichsten Schritt 
wieder zurfick nach T1, yon wo aus es wie oben weitergeht. Wir stehen also fiir 
die sich nach und nach aus einem gegebenen Anfangszustand (AI, BO sich 
entwickelnden Zust~inde (A,,,B,,)n~N unseres Systems vor folgenden Alter- 
nativen: 

(I) Die Zust~inde (A., B,,).~N liegen yon einem gewissen no ab alle in TI. 
(II) Die Zust~inde (A., B.).~N liegen yon einem gewissen no ab alle in 7"3. 
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(III) Die Zust/inde (An, Bn),~n umkriesen den stationfiren Punkt 
(F(C), C/F(C)) ,  indem sie in quasiperiodischer Weise der Reihe nach die 
Bereiche . . . ,  TI, 7"2, T3, T4, T 1 , . . .  durchlaufen, wobei das System in T1 
und in T3 durchaus ffir mehrere  Schritte auf-bzw, abbauend verweilen 
kann, w~ihrend es sich in / ' 2  und in T4 jeweils nur ffir einen Schritt befindet, 
um dann sofrot nach T3 bzw. T1 hiniiberzuschwingen. 

Im einzelnen kann ffir die verschiedenen Alternativen folgendes festgestellt 
werden: 

Theorem 2: Ffir die Folge (An, Bn)n~ der Zustdnde eines dutch die Gleichungen 
(1)-mit konstanten C = Cn--und (2) bestimmten Speichersystems gilt--yon dem 
Trivialfall des stationdren Punktes An = F(C),  Bn = C/F(C)  yon einem n = no ab 
einmal abgesehen--im Falle l (An <-F(C), Bn <-C/An fiir allen >-no) entweder 
lim Bn = co und lim An = 0, wobei (B.).>_.o monoton wachsendund (An)n>_.o strikt 
monoton abnehmend ist, oder es gilt l i m A .  = F ( C - )  und l i m B .  = C/F(C-) ,  
wobei (Bn).~_no und (A.)n>_nl fiir ein geeignetes nl >- no beide monoton zunehmend 
sind. 2 Der erste Fall l i m B .  =o% l imAn = 0  kann nur im Falle F ( 0 + ) =  
inf(F(x)[x>O)=O eintreten und bedeutet eine allmiihliche, unbeschrdnkte 
Auffiillung des Speichers bei fast v6lliger SchIieflung des AbIaufs ; er ist also 
ausgeschlossen, wenn vorausgesetzt wird, daft die durch F bestimmte Abflufl- 
oder Oxydationsrate eine vorgegebene positive untere Schranke nicht unterschreitet, 
was bei den yon uns bearbeiteten heterogen katalytischen Systemen in allen 
chemischen Anwendungen legitim sein diirfte. 

Der  zweite Fall lim An = F(C-) ,  lim Bn = C/F(C- )  entspricht fiir ein in x = C 
linksseitig stetiges F, fiir welches also F ( C - ) = F ( C )  gilt, der Ann/iherung an 
den stationiiren Punkt von unten her, wiihrend er im Fall einer linksseitigen 
Sprungstelle F ( C - ) C F ( C )  der Anniiherung an einen unteren, quasi-stabilen 
Grenzfall,  ebenfalls natfirlich von unten her, entspricht. 

Im Falle I I  (An >- F(C),  B .  >- C / A .  ffir a l len >- no) gilt lim An = F(C+), lim B .  = 
C/F(C*),  wobei (Bn) . . . .  und (An)n_>nl ffir ein geeignetes nl>-no monoton  
fallend sind. Im Fall I I  n~ihert sich also unser System dem station~iren Punkt 
(F(C +) = F(C))  oder einem oberen quasistabilen Grenzfall (F(C +) ~ F(C))  yon 
oben her. 

Insbesondere  kann also unser System im Fall einer Sprungstelle F(C- )  r F (C  +) 
ein bistabiles Verhalten zwischen einer unteren und einer oberen Grenzlage 
aufweisen, der es sich jeweils von unten bzw. von oben her anniihert. 

2 Fiir eine monoton wachsende Funktion f definieren wir wie iiblich 

f(x-) = sup (f(x - e)te > 0) = lim f(x - e) 
e'.~O 

und 

f(x +) =inf (f(x +e)le >0) = lim f(x +e). 
e ~ 0  
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Im Falle III w~ichst B ,  in der Situation (An, Bn) ~ 7"1 jeweils um weniger als C, 
also h6chstens arithmetisch, bis zu einem gewissen von An und F abh~ingigen 
Schwellenwert, um dann fiber T2 in Ta hinfiberzuschwingen und nun wieder 
abzunehmen, und zwar-abgesehen  von dem additiven Faktor C - u m  den 
Faktor An - F ( C ) ,  also im wesentlichen exponentiell  (geometrisch), um schlieJ~- 
lich fiber T4 wieder nach T1 hinfiberzuschwingen. Insofern werden in der Regel 
die Phasen (An, B , )  ~/ '1 l~inger andauern als die Phasen (An, Bn) ~ T3. Im Falle 
III kann lim Bn existieren, in welchem Falle auch lim An existiert und lira An -- 
F(C), lim Bn = C/F(C) gilt, es kann sich aber ebensogut ein quasi-periodischer 
Zustandswechsel ohne Ann~iherung an den station/iren Punkt herausbilden. 

Beweis: Wir diskutieren zun~ichst den Fall I. Gilt in diesem Falle fiir ein n -> no 
die Beziehung An" Bn = C, so folgt aus An+I=F(AnBn)=F(C)->A,, Bn+l = 
Bn +C-AnB,  =Bn und C ->An+l �9 B,+I = F ( C )  �9 Bn ->An �9 Bn = C die Bezie- 
hung Bn = C/F(C), An--F(C), es liegt dann also der station~ire Zustand vor. 
Wit k6nnen also von nun ab den Fall I o.B.d.A, unter der Zusatzvoraussetzung 
AnB,<C ffir alle n->no diskutieren, woraus An+I=F(AnBn)<-F(C-)= 
sup (F(x)lO<x < C )  ffir alle n ->no folgt. 

I " 

o 

X 

1 . , ,  2.~ t 3"1 i r I r i S "  6. I 

= I 
C = 2  

X-Achse 

7. 8, 9. LOI ~1. A~. 
I I I I I I I i i L 

Abb. 6. Graphische Darstellung der Funktion F(x)= 1/(1 +9e -x) und ihre Transformation in die 
F(G)/G-Ebene 
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Wegen G1. (13) ist die Folge (B.)n_~.o monoton  wachsend, w~ihrend wegen G1. 
(19) die Folge (A. ) .> .o  entweder strikt monoton  abnehmend oder  von einem 
n l -  no an monoton  zunehmend ist. 

Gilt lim B .  = B < ~ ,  so ist (vgl. G1. (21)) lim A . B .  = C und wegen A . B n  < C ffir 
a l len -> no folgt lim A .  = lim A n + l  = lim F ( A . B . )  = F ( C - )  >>-A.+a fiir alle n -> no, 
weswegen die Folge (A.)  . . . .  nicht strikt monoton  abnehmend sein kann, also 
in der Tat  wegen G1. (19) yon einem nl-> no an monoton  zunehmend sein mug. 
Schliel3lich folgt, ebenfalls wegen Ol. (21), lim B .  = C/ l im An = C / F ( C - ) ,  womit 
in diesem Falle alles gezeigt ist. Im Falle lim B .  = oc folgt aus A .  �9 Bn < C fiir 
a l l e n  > n o  sofort l i m A .  = 0  und somit F(O+)=in f (F(x) lx  > 0 ) = 0 ,  sowie die 
Tatsache, daf~ (A.)  . . . .  yon keinem n l -  no ab monoton  zunehmend sein kann, 
also strikt monoton  fallend sein mug. 

Im Falle I I  folgt analog, daf~ ffir AnB,, = C ffir ein n > n o  wegen A .+ I  = 
F ( A , , B . ) = F ( C ) ~ A n ,  B . + I = B .  + C - A n B . = B .  und C <A.+IB~+I=  
F ( C )  �9 B .  <-An �9 B .  = C der station~ire Zustand B .  = C / F ( C ) ,  A .  = F ( C )  
vorliegt, so daf~ o . B . d . A . A . B .  > C und somit A.+I  >-F(C +) fiir alle n->no 
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angenommen werden daft. Wegen G1. (14) ist die Folge (Bn)n_>no monoton 
fallend, und da sie in jedem Falle durch C von unten beschriinkt ist, existiert 
lim Bn und somit wegen G1. (21) auch lim AnBn = C und wegen AnBn > C fiir 
alle n >no schlieJ31ich l imA,  = l imAn+l= l imF(AnB, )=F(C§  woraus 
lira Bn = C/lim An = C/F(C § folgt sowie die Tatsache, da]3 die Folge (An)n--no 
nieht strikt monoton zunehmend sein kann, also wegen (20) von einem nl---no 
monoton abnehmend sein muJ3, q.e.d. 

Im Falle III ist nur zu zeigen, daJ3 aus der Existenz von lim Bn die Beziehungen 
lim An = F(C) und lim Bn = C/F(C) folgen. Wegen G1. (21) existiert aber zumin- 
dest lim An, und es ist lim AnBn = C. Andererseits gibt es im Falle III sowohl 
unendlich viele n mit An <-F(C) als auch unendlich viele n mit An >-F(C), 
woraus notwendig lim An = F(C) folgt, falls nur lira An existiert. Hieraus folgt 
nun aber, wieder nach G1. (21), auch lim Bn = C/F(C), q.e.d. 

Es bleibt, Theorem 1 und Theorem 2 zu korrelieren: Von den Sonderfiillen 
lira Bn = oo, lim An = 0 und (A,, Bn) = (F(C), C/F(C)) abgesehen, k6nnen die 
Fiille I und II unter der Differenzierbarkeitsvoraussetzung von Theorem 1 nur 
dann auftreten, wenn der stationiire Zustand (F(C), C/F(C)) stabil ist, also 
F(C) <-F'(C) �9 C gilt, und zudem die Eigenwerte A 1/2 reell sind, also 

O<_(1-F +G)2-4G = I + F 2 + G 2 - 2 F - 2 G - 2 F G  = 

1 +F(C) 2 + C 2. F'(C)2/F(C) 2-  2(F(C) + C.  F'(C)/F(C) + C.  F'(C)) 

gilt, wobei in diesem Falle in der Tat die Fiille I und II zumindest fiir Ausgangs- 
werte, die dem station~iren Punkt hinreichend nahe liegen, eintreten werden. 

Ist dagegen (1 - F  + G) 2 -  4G negativ, so kann-wieder vom stationiiren Zustand 
(An, Bn) = (F(C), C/F(C)) einmal abgesehen - nur der Fall III eintreten, wobei 
fiir F(C) <F ' (C)  �9 C wieder zumindest fiir Ausgangswerte, die dem stationiiren 
Zustand hinreichend nahe liegen, die Zustiinde (An, B,) sich dem stationiiren 
Zustand (F(C), C/F(C)), ihn umkreisend, niihern werden, also lim An = F(C) 
und lim B, = C/F(C) gelten, wiihrend das im Falle F(C) >F ' (C)  �9 C unm6glich 
ist und quasi-periodisches Verhalten fern vom stationiiren Zustand eintreten 
muJ3. 

3. Diskussion der Diagramme 

Im einzelnen ergibt diese Diskussion die M6glichkeit, den Darstellungen der 
Abb. 2 entsprechend, Skizzen fiber das Stabilitiitsverhalten des Systems anzufer- 
tigen. In den Abb. 6-9 wird anschaulich dargestellt wie bei Vorgabe einer beliebig 
gewiihlten Funktion F(x) und verschiedener Anfangswerte AoBo, die Folge der 
diskreten Werte (An, Bn) einen "Grenzzyklus" approximiert. 

Abb. 10 zeigt den Radikanden R = ( 1 - F  + G) 2 -  4G als Funktion von F u n d  
G. Fiir alle Paare (F, G) mit 0 < F < I ,  0 _ < G < I  und R >0  ist der maximale 
Eigenwert max (A 1, A2)< 1. Der andere Eigenwert ist positiv. Der Terminologie 
von W. Ebeling folgend [15] entsprechen die zugeordneten Wertepaare stabilen 
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Abb. 10. Der Radikand im Ausdruck (9) f/Jr die 
Eigenwerte hder Matrix (7) als Funktion von F = 
F(C) und G =F'(C). C/F(C) 

Knotenpunkten.  Wird R < 0 bei 0 < F  < 1 und 0 < G < 1, so charakterisieren 
die Wertepaare (F, G) stabile Strudel, da der Absolutbetrag ihrer komplexen 
Eigenwerte kleiner als 1 ist: Ih[ < 1. 

Die Fl~iche, die dutch die Wertepaare (F, G) mit R > 0 und 0 < F  < 1, 1 < G < oo 
gekennzeichnet ist, stellt instabile Knotenpunkte  dar. 

Aufgrund der Analyse in Sect. 2 wissen wir zun~ichst nur, daJ3 fiir R > 0, 0 < 
F < 1 und 1 < G notwendig zwei reelle Eigenwerte A1, A2 vorliegen, von denen 
der gr6J]ere dem Absolutbetrag nach gr6ber als 1 ist, daJ3 also entweder ein 
instabiler Knotenpunkt  (1 11,1 21 > 1) oder ein Sattelpunkt (max (]hxl, Ih2l) > 1, 
min(Ix~l, Ix21) 1) vorliegt. Es ist aber leicht zu sehen, daJ] dann auch der 
kleinere Eigenwert gr6J3er als 1 sein muJ]. Sei etwa Ix1[ >-Ix=l. Aus xx +x= = X- 
F + G > 0 folgt dann h 1 > 0 und damit wegen h ~ �9 h2 = G auch h 2 > 0. Ferner  folgt 
aus h 1 + h2 = 1 - F + G < 1 + G nach Multiplikation mit h ~ die Relation h 12 + 
h l k 2 < h l + h l '  G, was wegen h i "  h z = G  in O < A I + A 1 G - A ~ - G = ( A , - I ) "  
(G - h 1) umgeformt werden kann. Wegen h 1 - 1 > 0 folgt 

G - A 1 > 0 ,  a l s o a u c h h 2 = ~ - ~ > l ,  q.e.d. 

Fiir Wertepaare (F, G) mit R < 0 und 0 < F  < 1 sowie 1 < G < 4 resultieren 
instabile Strudel. Die Schnittkurve der Fl{iche R = R (F, G) mit der FG-Ebene 
fiir R = 0 gibt dann die m6glichen Wertepaare fiir den Beginn einer strudelf6r- 
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migen Anniiherung bzw. Entfernung vom station~iren Zustand an. Die Kurve 
der Wer tepaare  (F, G)  fiir G = i stellt die m6glichen Wer tepaare  f/Jr Wirbel dar. 
Abb.  11 zeigt eine Projektion der durch die Fl~iche im G F R - R a u m  charakterisier- 
ten Zust~inde auf die F G - E b e n e .  Fiir die weitere Diskussion wird es wichtig 
sein, das Verh~iltnis von G und F aus der Darstellung von A also Funktion von 
C zu ermitteln (vergl. Abb.  12). 

R = 0 /  
1 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 

I 
R < 0  

t 
1 

@ I 

�9 R > 0  

~R >o~.-- L J "  
o i 2 3 ~ G 

Abb. 11. Auftei]ung der FG-Ebene in die Bereiche R >0 und G < i,  R <0 und G < I, R <0 und 
G > i, R > 0 und G > i ,  die Pfei]symbole geben das jeweils zu erwartende Stabi]it~itsverha]ten an 

Abb. 12. Geometrische Deutung von G als Achsenab- 
schnitt in Einheiten von F 

G=0 F 

6=1 O_ J / /  ~'~" 

G'-2 - F -  

G=3 - 2 F -  
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Aus der Bestimmungsgleichung fiir G: G = F'(C) �9 C/F(C) und der geometri- 
schen Deutung des Achsenabschnittes der Tangente an die Kurve A = F(C) l~iDt 
sich fiir die verschiedenen Werte von G eine geometrische Interpretation 
angeben: die vom Punkt P zur senkrechten Achse fiihrenden Geraden stellen 
mfgliche Tangenten an durch P gehende Kurven A = F(C) dar. Man sieht, daD 
G angibt, wie oft eine Strecke der L~inge F von FuDpunkt des Lotes P auf die 
senkrechte Achse ausgehend an diese abgetragen werden muD, um den 
Schnittpunkt der Tangenten durch P mit der senkrechten Achse zu erreichen. 

Will man nun diese Darstellung mit den Ausfiihrungen zur globalen Analyse 
des Gleichungssystems in Beziehung setzen, so mud man die dort getroffenen 
Fallunterscheidungen auf die Form der A =F(C)-Darstellung der Abb. 1 
beziehen. In den Abbildungen 13-16 wird einer vorgegebenen Kurve F=F(C) 
im FC-Diagramm die zugeordnete, durch C parametrisierte Kurve 
(F(C), G(C)=F'(C). C/F(C)) in der FG-Ebene gegeniibergestellt. Je nach 
deren Verlauf durch die in Abb. 10 gekennzeichneten Teilbereiche der FG- 
Ebene ist ein entrsprechender Verlauf des Stabilit~itsverhaltens unseres Systems 
bei kontinuierlicher Erh6hung des ZufluJ~parameters C zu erwarten. Die folgen- 
den Abbildungen zeigen die Projektion verschiedener A = F(C) Kurven in die 
FG-Ebene (Abb. 11). 

a) Abb. 13 zeigt, wie bei G = 1 ein Wirbelpunkt auftritt, der aber fiir kleinere 
Werte von G in einen stabilen Strudel iibergeht. Die Drehrichtung der Strudel 
h~ingt dabei vonder  Lage der St6rung ab, aus der dann der stabile Zustand 
erreicht wird. 

b) Ist nun die Steigung der Tangente groD genug, k6nnen instabile Strudel 
auftreten (R < O/G > 1). Sie werden in dem in der Abb. 14 gezeigten Beispiel 
von Wirbelpunkten umgeben. Die Projektion der Funktion A = F(C) in die 
FG-Ebene ergibt zwei sich schneidende Kurven, deren Schnittpunkt im 
Bereich der instabilen Strudel liegt. 

c) Mit steiler werdender Kurve A = F(C) wandert der Maximalwert von G auch 
in das Gebiet instabiler Knotenpunkte (Abb. 15). 

F / 

C" 1 2 3 G 

Abb. 13. Stabilit~itsverhalten der station~iren L6sung ffir G-Werte im Bereich G-<l-stabile Strudel 
und Wirbelpunkt 
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Abb. 16. Stabilit~itsverhalten der station~iren LSsung fiir Werte yon G -< co 

(station~irer Zustand) annehmen kann. Auch wird F von der Grundternperatur 
des Reaktors abh~ingen, und es wird auch eine Abh~ingigkeit der ZufluJ3rate 
von der bereits im Speicher befindlichen Menge beriicksichtigt werden miissen. 

Vor allem aber wird man die Abspeicherung von CO und die von H und deren 
jeweilige AbfluJ3rate als GrSJ3en modellieren miissen, die zwar miteinander 
wechselwirken, zun~ichst einmal jedoch zumindest abstrakt auseinanderzuhalten- 
den Speichersystemen zugeh6ren [5]. 
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von der Universit~it Bielefeld. 

Literatur 

1. Jaeger, N. I., Plath, P. J., van Raaij, E.: (a) Z. Naturforsch. 36a, 395 (1981); (b) Kinetics of 
Physicochemical Oscillations, Discussion meeting held by Deutsche Bunsengesellschaft fiir 
Physikalische Chemic, Vol. 1, s. 183, Aachen 1979; (c) Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 84, 417 
(1980) 

2. Keil, W., Wicke, E.: Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 84 377 (1980) 
3. Frank, U. F.: Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 84 334 (1980) 
4. (a) Wicke, E., Blaurock, J.: Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 85 1091 (1981); (b) Palczewska, W.: 

Adv. Catal. 24 245 (1975) 
5. Dress, A., Haberditzl, A., Jaeger, N. I., Plath, P. J.: in Vorbereitung 
6. Dress, A.: in Vorbereitung 
7. Hlavacek, V., van Rompay, P.: Chem. Engng. Sci. 36 1587 (1981) 
8. Gilles, E. D.: Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 84 323 (1980) 
9. Suhl, H., Lagos, R. E.: ALP Conference Proceedings 61 97 (1980), Dept. of Physics, University 

of California, San Diego 
10. Wicke, E., Kummann, P., Keil, W., Schiefler, J.: Ber. Bunsenges. Phys. Chem. 84 315 (1980) 
11. Riekert L.: Bet. Bunsenges. Phys. Chem. 85 309 (1981) 
12. Lebesgue, H.: Lemons sur l'integration et la recherche des fonctions primitives (Paris, 1904; 

2nd Edn. 1928) 
13. Hadeler, K. P.: Mathematik fiir Biologen, Berlin-Heidelberg-New York 1974 
14. Hopf, E.: Ber. Math.-Phys. Klasse S~ichs. Akad. Wiss. Leipzig 94, 3 (1942) 
15. Ebeling, W.: Strukturbildung bei irreversiblen Prozessen S. 37 tt. Leipzig: B. G. Teubner 

Verlagsges. 

Eingang 5. Februar/26. April 1982 


